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1 Practica 1 — Funciones primitivas recursivas y clases PRC

1.1 Mostrar que, dado un k fijo, la funcién constante f(z) = k puede definirse
usando las funciones iniciales y composicion (sin usar recursién primitiva)

Podemos empezar bien qué funciones nos piden, si k = 0 entonces fy(x) = n(z) (con n
la funcién constante 0, que es primitiva). Si k = 1 entonces fi; = s(fo(x)), que sabemos
que es primitiva recursiva porque lo hicimos una composicién valida. Podemos intentar
entonces buqueda de un patrén dentro de las funciones que nos piden:

k Ji(2) Expresién expandida
k=0 fola) = n(x) ()

k=1 filz)=s(fo(z))  s(n(z))

k=2 fa(x)=s(fi(z))  s(s(n(z))
k=nfo(z)=s(fa-1(2)) s(s(...s(n(2))))

Cémo podemos ver, construir la funcién constantemente k sélo requiere de aplicar s(x)

k veces sobre n(zx).

1.2 Probar que las siguientes funciones son primitivas recursivas, mostrando que
pueden obtenerse a partir de las funciones iniciales usando composicién t/o re-

cursion primitiva:

121 fi(z,y) =z +y

Tomamos la estructura de la recursién primitiva:

flx1,...,20,0) = h(z1, ..., xp)
flxy,.. o xpn,t+1) =g(f(z1,...,Tn,t), 21, ..., Tn,t)



Con esto tenemos que elegir una h(z) y una g(n,z,t) que nos construyan la suma y
copypastear cémo corresponda:

fi(z,0) = ui(z)

i.No queda claro por qué funciona? Hagamos un par de reemplazos a ver que pasa.

g(n,x,t) = s(u:{’(n, x,t))

=z
fl(x7t+1): (fl(xat)7x>t)
= s(fi(z,1))
Ajal
fiz,0) =z x siy=0

es equivalente a fi(x,y) = {

fi(z, t+1) = s(fi(x,1)) 1+ fi(z,y—1) sino

Bueno, con este truco vamos a meterle a todo el resto de los ejercicios de este punto!

122 fo(z,y)=z-y

Bien, pongamos de vuelta en préactica lo que acabamos de hacer. Si tu intuicién te llama
a que vamos a tener que usea fi(x,y) acd estds mas que en lo cierto. Pero primero
plantiemos una funcién partida comin y corriente a ver como vamos desde ahi a nuestra
recursiéon primitiva:

f2(x7y):{0 Sly:o

x+ fo(x,y — 1) sino

Y de ahi salimos a buscar nuestro h(x) y nuestro g(n,z,t):
fa(z,0) = n(z)
=0
fZ(xvt + 1) = g(f2($a t)7 €, t)

g(n,a:,t) = fl(u%(nvxﬂt%u?(n? :L’,t))
=xr+n



Y para estar del todo seguros hacemos todos los reemplazos como la otra vez:

fa(z,0) =0
fo(x, t+1) =z + fa(x,t)

Justo lo que buscdbamos.

123 f3(z,y) = a¥

Bueno, supongo que ya te diste cuenta de cudl es el patrén, te paso cudl es la h(z) y la
g(n,x,t):

h(zx) = s(n(z))

=1
g(n,x,t) = fg(ug(n,x,t),ui’(n,x,t))
=z-n
fg(.’IJ,O) =1

fa(x,t+1) =z f3(z,t)

x

124 fi(z,y) = 2%

Observacion: se asume que fy(x,0) =1

h(z) = s(n(z))

=1

g(n,x,t) = fg(u%(n,x,t),ui’(n,x,t))
= "

f4($,0) =1

fala,t+1) = 2150

125 gi(z)=2-1

Cémo sélo estamos operando en los N el predecesor de 0 es 0. Una cosa a notar es
que (segun la tedrica, filmina 25, primera clase de computabilidad) “En este contexto,
una funciéon O-aria es una constante k. Si f es l-aria y t = 0 entonces h(t) = k =

sB) (n(t))2.



91(0) = n(0)
=0

g1(t+1) = u3(g1(t), 1)
—¢

126 ga(w,y) =2~y

Observacion:

. r—y siy<cz
T—Y = .
0 siy>x

Bueno, entonces podemos empezar a intentar construir la resta.
(@) = u(z)
=z
g(na Zz, t) =01 (u?(nv €L, t))

=n—1

. Estéd bien esto? Probemos algin ntmero:

92(573) = 9(92(572)a 573) = g2<572) -1
92(5,3) = 9(92(5,1),5,3) =1 =g2(5,1) =1 -1
92(5,3) = 9(92(5,0),5,3) =1 =1 =g5(5,0) =1 -1 -1
92(5,3)=5—-1-1-1

92(5,3) =2

iBien!

1.2.7 g3(z,y) = max{z,y}

Como operamos con los naturales sabemos que si x < y entonces x — y = 0 podemos
usar la recursiéon primitiva para construir una funcién de decision.

d(z,y,0) = u3(z,y)
=Y
d(z,y,t+1) = uj(d(z, y,t), z,y,t)

=X



Ahora, esto no es g3(z,y) pero esta peligrosamente cerca, podemos usar la composicién
para finalmente construirlo.

93(x7y) = d(u%(m,y),u%(:c,y),gg(:r,y))
= d(z,y,2-y)

128 gs4(z,y) = min{z, y}
La idea es la misma que recién, pero parametrizamos la decisién al revés:

93(1:)3/) = d(u%(:r,y),u%(w,y),gg(a:,y))
= d(y, z,x—y)

1.3 Sea C; la clase de funciones iniciales y C.. la (minima) clase que extiende a C; y
se encuentra cerrada por composicion:

Es decir, C; aquella que contiene a:

n(x)=0 s(z)=xz+1 u'(x1,...zy) =z; paracadan € Neie {l,... ,n}

Y C. aquella que si f,g1,...,gm estdn en C., entonces h(xq,...,x,) =
floi(z, ..., zn), .-y gm(x1, ..., 2y)) también lo esta.

1.3.1 Demostrar que para toda f : N®* — N, f, estd en C,. sii existe £k > 0 tal que, o
bien sucede f(z1,...,2,) = k, o bien para algin i fijo, se tiene f(z1,...,2,) =

El enunciado nos propone demostrar que C. sélo tiene funciones que devuelven constantes
y funciones que suman constantes a uno de sus pardmetros (y siempre el mismo).

Demostrar la vuelta es particularmente facil, primero construyo la funciéon 1-aria que
suma k con el método del primer ejercicio (teniendo ui(x) cémo caso base en lugar de
n(x) y la llamo k(x). También construyo una funcién constantemente 0 que tome n
argumentos.

E(x) = s(...s(uj(z))) Nota: si k = 0 entonces k(z) = uj(z)

2(21, ey wp) = n(ul (21, ..., 20))

Ahora sélo tengo que cubrir cada caso:



e Si tengo una f : N” — N que es constantemente k.
flxy, ... xn) = k(2(z1, ..., 24))
e Si tengo una f: N” — N que es constantemente x; + k.

flxy, ..o xn) = k(ul(x1,...,20))

Cémo sblo hice composiciones para construir la f entonces esto deberia bastar para
demostrar que las funciones constantes y las que suman constantes pertenecen todas a
Ce.

Para demostrar la ida necesito asegurarme que las funciones en C. sélo pueden ser con-
stantes (o sumar constantes). Si empezamos examinando los casos base. . .

Primitiva Forma k
n(x) =0 flx)=k 0
s(z) =z +1 flx)=xz+k=2+1 1
ul(xy,...,on) =2 flxr,...,2n)=x;i+k 0O

... tenemos que todos ellos tienen o la forma k o la de x; + k. Ahora examinemos nuestra
regla de composicién:

Sea:
f:N™ =N
g1,y 9m : N = N
Podemos construir & : N — N de la siguiente manera:

My, ... on) = flgr(@e, - an), o gm(@1, - gn))

Puedo tomar fi,..., f, que tengan la forma k o la forma x; + k y analizar qué pasa si
las compongo (paso inductivo).

fi(:r:l,...,xn):k fi<$1,...,xn)=x]‘+k

Composicion Forma K Forma K
n(fi(zi,..., fn)) k 0 k 0
s(fi(z1, -y fn)) k E+1 zj+k E+1
ul(fi(...), dots, fi(-..), ..., fu(o20)) k k r;+k k
filfilo )i fu(ln) k k FGO)+k £ +k

Si bien el ultimo caso puede parecer molesto, por la hipétesis inductiva sabemos que
fr tiene o bien forma k o bien forma z; + k, entonces k' = kf, + kg, y la forma se
mantiene.



Entonces, si parto de funciones en C. y las compongo siempre voy a llegar a una funciéon
de la forma k o z; + k. Y dado que las funciones iniciales tienen también esa forma
entonces todo C. la tiene también.

1.3.2 Mostrar que existe una funcién primitiva recursiva que no estd en C.
fi(z,y) del ejercicio 2. Es primitiva recursiva porque estd construida en base a la re-

cursion primitiva y a la composicién de funciones. Pero depende de ambos parametros
para emitir su resultado (a diferencia de todas las de C,).

1.4 Mostrar que los predicados <, >, =, #, <t > :N? — {0,1} estan en cualquier

clase PRC
Llamamos predicado a cualquier funciéon p : N* — {0,1}, escribimos p(ai,...,a,) en
lugar de p(ay,...,a,) = 1y decimos, informalmente, en este caso, que “p(ay,...,a,) es
verdadero”.

Vamos a empezar poniéndoles nombres a las funciones que queremos construir y vamos
a tener en cuenta las funciones que construimos en el ejercicio 2 para facilitarnos la
vida:

1 siz<y 1 siz>y 1 siz=y

0 sino 0 sino 0 sino

e = o= fto =

1 siz#y
0 sino

1 siz<y 1 siz>y

0 sino 0 sino

falz,y) = { fs(x,y) = { Jo(z,y) = {

Y para hacernos la vida méas facil vamos a construir a(x) que es la negacién logica en
nuestro modelo.



iY ahora si!

fi(z,y) = a(z—y)

fo(z,y) = a(y—2)

f3(z,y) =(x<y) (y <z
fa(z,y) = a(z =y)
f5(z,y) = a(z > y))
fo(z,y) = a(z < y))

Nota: f3 puede parecer raro al no parecer una composicién tan simple, plantearlo pro-
lijamente requiere una funcion auxiliar que cambia el orden de los parametros.

1.5 SeanCunaclase PRC, fi,..., fx,g : N* — NfuncionesenCypy,...,pr : N* —
{0,1} predicados disjuntos en C. Mostrar que la siguiente funcién también esta

en C:
filze, ... xy) sipi(zr, ..., 2n)
Mz, ..., xn) = ‘
fe(zr, .o xn)  sipe(zr, ... x,)
g(z1,...,zy) sino

Observar que h queda completamente determinada por este esquema.

Nota: Al ser p1,...,py disjuntos no sucede p;(ai,...,a,) =pj(ai,...,a,) =1coni#j
para ningun (aq,...,a,) € N™.

Si podemos resolverlo para el caso de kK = 1 entonces podremos resolverlo para cualquier

k arbitrario. Podemos construir h(xq,...,z,) de la siguiente forma:
h(xl, e ,$n> = hl({L‘l, e ,J}n)
hi(x1,...,xn) = filzs, - wn) s%pi(xl,...,xn) Vi#Ek+1
hivi1(x1,...,2,) sino
hit1(x1, ... xn) = g(x1, ... 2p)

Ahora sélo queda resolverlo para el caso de k = 1. jCosa que ya hicimos en el ejercicio
2 con max{z,y} y min{z,y}! Repasemos esa solucién: construimos una funcién de



decisién d; y la encapsulamos para construir el h;.

di(xlv s 7$TL70) = fi(xla s ,Jln)
di(:cl, cey Tyt + 1) = hi+1($1, .. .,xn)

hi(z1, ..., xn) =di(z1, ..., 2n,p(21, ... 20)) Vi#k+1

hit1(x1, ... xn) = g(x1, ... xp)

Ahora tenemos todo listo, sélo queda enunciar a nuestro h:

hz1,...,xn) = hi(z1,. .., %)

Nota: Una forma alternativa (y mucho més simple) que me dieron fué construir
h(z1,...,x,) de la siguiente manera:

h(zi,...,xn) = filzr, ... xn) - pr(xg,...,2p)

+  fo(xy,. . xp) - p2(x1, .. )

+ fk—l(l'lv cee ,xn) 'pk—l(xla .- 'a:En)
+  fi(zn, . zn) o pe(Tn, .. 20)
+ g(x1,. .., zpn) - a(pr(z, ..oy xn) + -+ pe(x1, .., 20))

1.6 Demostrar las siguientes afirmaciones

1 six es par

1.6.1 El predicado par(z) = { estd en toda clase PRC

0 sino

La menor clase PRC' es la que contiene a las primitivas recursivas, si podemos demostrar
par(x) cémo primitiva recursiva tenemos el ejercicio hecho.
Intentemos definir par(z) con una recursiéon primitiva:

par(0) =1
par(t+ 1) = a(par(t))

Podemos ver que si el nlimero es par nos va a quedar una cantidad par de « por lo que
se cancelan y queda 1 de respuesta, y en el caso contrario un 0 cémo era esperado.



Cémo « es primitiva recursiva y la clase de las primitivas recursivas estd cerrada por
composicién y recursién primitiva entonces par(x) pertenece a esa clase. Cémo esa clase
es la menor clase PRC' entonces par(x) pertenece a toda clase PRC.

1.6.2 Demostrar que la funcién f(z) = |x/2] esta en toda clase PRC

Podemos intentar lo mismo que en el punto anterior:

f(0)=0
ft+1) = par(t) + f(t)

1.6.3 Sea C una clase PRC, y sean f : N® = Ny g1, go : N**2 — N funciones en C.
Mostrar que también estd en C cualquier h que cumpla:

flxy,. ... xp) sit=0
hxi,...;zn,t) =S g1(z1, .. on, b h(z, .2, t — 1)) sit=2-k+1
92(x1, .oy, ko h(z, .y, t— 1)) sit=2-k+2

Observar que h queda completamente determinada por este esquema.
Podemos usar una recursién primitiva no tan trivial:
h(z1,...,2,,0) = f(x1,...,2p)

h(zi, ..., xn,t+1) = q1(x1, ..., 20, |2/2], h(z1, ..., 28, t)) - par(t)
+ go(x1, .oy, |2/2], R(21, . . . T, ) - a(par(t))

Si bien el término para t + 1 es complejo podemos ver que usamos funciones de C (f,
g1, 92), que llamamos a h con el valor anterior de ¢ y que usamos funciones que ya
demostramos como primitivas recursivas (y por ende pertenecen a C) siendo estas par,
a, la suma, la multiplicacién y la divisién truncada.

El reordenamiento de los parametros también es primitivo recursivo, dado que nos lo
regalan los proyectores (u]').
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